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素环理想上的导子
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摘　要 :讨论了素环理想上导子的性质.设 R是 6 -扭自由的素环 , I是 R的非零理想 , Z是环

R的中心 ,若存在非零导子 d满足对任意 x∈I均有 d ( x
3 )∈Z,且 I∩Z≠{ 0}或对任意的 x∈I均有

[ x, d ( x
2 ) ]∈Z, R则环交换.
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Abstract: In this paper, we discuss the p roperty of ideals in p rime rings with derivations. Let R is a p rime

rings with 6 - torsion free, I is a nonzero ideal of R and Z is the center of R , if there exists a nonzero derivation d

such that d ( x
3 )∈Z and I∩Z≠{0} for all x∈I or [ x, d ( x

2 ) ]∈Z for all x∈I, then R is a commutative ring.
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　　自 Posner在文 [ 1 ]中讨论了素环和半素环上导

子的几个问题后 ,许多人在这方面进行了研究. 1957

年 Posner首先证明了具有中心化的非零导子的素

环一定是可换环 , 1984年 , Mayne推广了 Posner定

理 [ 2 ]
,讨论了对任意 x∈ I均有 [ x, d ( x ) ]∈Z的情

况 , 1994年又讨论了任意的 x∈I,均有 [ x
2
, d ( x) ]∈

Z以及 d ( x
2 ) ∈Z的情况 [ 3 ]

,但没有讨论 d ( x
3 ) ∈Z

的情况和 [ x, d ( x
2 ) ]∈Z的情况 ,本文针对这两种

情况进行讨论 ,并受文 [ 2 ]和文 [ 3 ]的启发 ,得到了

环 R交换的一些新条件.

为了证明结果 ,首先给出一些引理.

引理 1[ 4 ]　设 R为素环 , I是 R的非零理想 ,若

存在非零导子 d满足对任意 x∈I均有 [ x, d ( x) ]∈

Z,则环 R交换.

引理 2[ 5 ]　设 R是特征不为 2的素环 , I是 R的

非零理想 ,若存在非零导子 d满足对任意的 x∈ I均

有 [ x
2
, d ( x) ]∈Z,则环 R交换.

引理 3[ 6 ]　Z为环 R的中心 , d为 R的导子 ,则

d ( Z ) Α Z.

定理 1　设 R是 6 -扭自由的素环 , I是 R的非

零理想 , Z是环 R的中心 ,若存在非零导子 d满足对

任意 x∈ I均有 d ( x
3 ) ∈Z且 I∩Z≠{ 0 } ,则环 R

交换.

证明 : 由已知 x∈ I均有 d ( x
3 ) ∈Z ( 1 )及 I∩

Z≠{ 0}可知 ,存在 0≠c∈Z∩I,用 c + x代 ( 1 )中的

x有 : d ( ( c + x) 3 )∈Z.



整理有

3d ( xc
2 ) + 3d ( cx

2 )∈Z

又 R是 6 -扭自由的 ,故有

d ( xc
2 ) + d ( cx

2 )∈Z

于是对任意 x∈I均有

x ( d ( xc
2 ) + d ( cx

2 ) ) = ( d ( xc
2 ) + d ( cx

2 ) ) x

即

( xd ( x) - d ( x) x) c
2

+ ( xd ( x
2 ) - d ( x

2 ) x) c +

( x
2

d ( c
2 ) - xd ( c

2 ) x) = 0

又由 c∈Z可知 , d ( c
2 ) ∈Z,于是有

[ x, d ( x) ] c + [ x, d ( x
2 ) ] = 0

即

[ cx, d ( x) ] + [ x, xd ( x) ] + [ x, d ( x) x ] = 0

化简可得

[ cx + x
2
, d ( x) ] = 0 (2)

对任意 x∈I,用 cx代式 (2)中的 x,有

[ c
2

x + c
2

x
2
, d ( cx) ] = 0

又 c∈Z可知 d ( c)∈Z,故有

[ x + x
2
, d ( x) ] = 0 (3)

用 2x代式 (3)中的 x,有

4 [ x + x
2
, d ( x) ] + 4 [ x

2
, d ( x) ] = 0

又由 R是 6 -扭自由的素环及 (3)可知 :

[ x
2
, d ( x) ] = 0

由引理 2可得环 R交换.

定理 2　设 R是 6 -扭自由的素环 , I是 R的非

零理想 , Z是环 R的中心 ,若存在非零导子 d满足对

任意的 x∈I均有 [ x, d ( x
2 ) ]∈Z,则环 R交换.

证明 : 若存在 0≠c∈Z∩I,则对任意的 x∈ I用

c + x代 [ x, d ( x
2 ) ]∈Z中的 x,有

[ x + c, d ( x + c) 2
]∈Z (4)

又由 c∈Z可知 d ( c
2 )∈Z,即有

[ x, d ( x
2 ) + d (2cx) ]∈Z

又 [ x, d ( x
2 ) ]∈Z, R是 6 -扭自由的素环 ,故有

[ x, d ( x) ]∈Z

由引理 1可知环 R交换.

若 Z∩I = { 0} ,即有

[ x, d ( x
2 ) ] = 0 (5)

对任意的 x∈I, y∈I,用 x + y代式 (5)中的 x,有

[ x + y, d ( x + y) 2
] = 0

整理可得

　　[ x, d ( y
2 ) ] + [ x, d ( xy) ] + [ x, d ( yx) ] +

[ y, d ( x
2 ) ] + [ y, d ( xy) ] +

[ y, d ( yx) ] = 0 (6)

用 x - y代式 (5)中的 x,有

[ x - y, d ( x - y) 2
] = 0

整理得

[ x, d ( y
2 ) ] - [ x, d ( xy) ] - [ x, d ( yx) ] -

[ y, d ( x
2 ) ] + [ y, d ( xy) ] +

[ y, d ( yx) ] = 0 (7)

由式 (6) +式 (7)得

2 ( [ x, d ( y
2 ) ] + [ y, d ( xy) ] + [ y, d ( yx) ] ) = 0

又 R是 6 -扭自由的素环 ,故得

[ x, d ( y
2 ) ] + [ y, d ( xy) ] + [ y, d ( yx) ] = 0

展开可得

[ x, d ( y) y ] + [ x, yd ( y) ] + [ y, xd ( y) ] +

[ y, d ( x) y ] + [ y, yd ( x) ] +

[ y, d ( y) x ] = 0

] - d ( y) yx + xyd ( y) + yxd ( y) -

d ( x) y
2 + y

2
d ( x) - d ( y) xy = 0

即

[ yx, d ( y) ] + [ xy, d ( y) ] + [ y
2
, d ( x) ] = 0

用 x代上式中的 y,有

3 [ x
2
, d ( x) ] = 0

又 R是 6 -扭自由的素环 ,可得

[ x
2
, d ( x) ] = 0

由引理 2可知 ,环 R交换.
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